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◦ Problém stup¬a a vrchola

◦ Cayleyho grafy

◦ Kone£né geometrie
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Potrebné pojmy

◦ graf (jednoduchý, neorientovaný, kone£ný, . . . )

◦ stupe¬ vrchola

◦ vzdialenos´ vrcholov

◦ priemer grafu

◦ mravenisko, facebook
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Problém stup¬a a vrchola

◦ ur£i´ ve©kos´ n(d , k) najvä£²ieho grafu s priemerom k a
maximálnym stup¬om d

◦ nájs´ najvä£²ie mravenisko, kde z miestnosti ide najviac d
chodieb a na náv²tevy sa dá prís´ do k minút

◦ nájs´ najvä£²iu sie´, najviac d priate©stiev a kaºdý s kaºdým sa
pozná cez najviac k − 1 známych

◦ rie²enie pre k = 2 a d = 3?
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Problém stup¬a a vrchola

◦ triviálne prípady � priemer 1 alebo najvä£²í stupe¬ 2

◦ horný odhad M(d , k) = 1+d+d(d−1)+···+d(d−1)k−1 = dk − o(dk)

◦ M(d , k) = n(d , k) iba pre k = 2 a d = 3, 7 a moºno 57
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�o sa skúma?

◦ existuje graf pre k = 2 a d = 57?

◦ vie by´ M(d , k)− n(d , k) ©ubovo©ne ve©ké?

◦ vieme sa pre �xné k asymptoticky priblíºi´ k M(d , k)?

lim supd→∞ n(d , k)/M(d , k) = ?
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Priblíºenie k Moorovej hranici

Dá sa to pre k = 2, 3 a 5 (Delorme 1985).

Delorme, 1992:

lim supd→∞ n(d , 4)/M(d , 4) ≥ 1/4

Canale and Goméz, 2004:

lim supd→∞ n(d , k)/M(d , k) ≥ (1.6)−k pre k ≥ 6,

pri£om 1.6 sa dá nahradi´ 1.57 pre k ≡ −1, 0, 1 mod 6.
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Kone£ná projektívna rovina rádu q

PG (2, 7)

◦ kaºdé dve rôzne priamky sa pretínajú v práve jednom bode

◦ kaºdé dva rôzne body leºia na práve jednej spolo£nej priamke

◦ kaºdá priamka obsahuje práve q + 1 bodov

◦ kaºdý bod leºí na práve q + 1 priamkach

◦ |P| = |L| = q2 + q + 1

◦ existuje kon²trukcia pre q = pn

8 / 14



Inciden£ný graf

PG (2, 2)

bipartitný graf, stupne vrcholov q + 1,
po£et vrcholov 2 · (q2 + q + 1)
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Inciden£ný graf

W (2)

bipartitný graf, stupne vrcholov q + 1,
po£et vrcholov 2 · (q2 + q + 1)
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Zlepený graf

W (2)

zlepíme `proti©ahlé' dvojice bod a priamka
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Zlepený graf

A(2)

graf A(q), stupne vrcholov najviac q + 1,
po£et vrcholov q2 + q + 1 a priemer 2
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Moore-ova hranica a Cayleyho grafy

Rovnaký problém pre uº²iu triedu grafov.

Najviac ²tudované � Cayleyho grafy.

lim supd→∞ Cay(d , 2)/M(d , 2) = 1

lim supd→∞ Cay(d , 3)/M(d , 3) = 1

lim supd→∞ Cay(d , 5)/M(d , 5) = 0.0244140625
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Kon²trukcia Cayleyho grafov

Kon²trukcia Cayleyho grafov s priemerom z grafov A(q):

1 grupa G ≤ Aut(A(q)) rádu qk − o(qk);

2 orbita O, na ktorej pracuje G regulárne;

3 doplni´ generátory do Cayleyho grafu indukovaného O.

Takto vytvorené Cayleyho grafy asymptoticky dosahujú Moorovu
hranicu pre k = 2 (známe inou kon²trukciou) a k = 3 (silné
zlep²enie doteraj²ieho výsledku).
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Priemer 5?

1 Grupa G ≤ Aut(A(q)) rádu q5 − o(q5).

◦ Nepoznáme (?) ²truktúru Aut(A(q)), dá sa ²tudova´ skrz
symetrie zov²eobecnených ²es´uholníkov.

◦ Grupa Aut(A(q)) obsahuje Reeho grupu R(q) rádu
q3(q3 + 1)(q − 1).

◦ Grupa R(q) nemá podgrupu rádu q5 − o(q5).

14 / 14


